
Analiza funkcjonalna

Lista 6

Zad 1. Wyznaczy¢ operator sprz¦»ony do ka»dego z operatorów danych w zadaniu 4 na
li±cie 3.

Zad 2. Wyznaczy¢ operator sprz¦»ony do operatora A : H → H, gdzie

N H A N H A

1. L2[0, 1] (Ax)(t) =
∫ t

0
t2sx(s)ds 3. L2[0, 1] (Ax)(t) =

∫ t2

0
ts3x(s)ds

2. L2[−1, 1] (Ax)(t) =
∫ 1

t
esx(s)ds 4. L2[0, 1] (Ax)(t) =

∫ t

0
t2sx(s)ds−

∫ t2

0
ts3x(s)ds

Zad 3. Niech H, K b¦d¡ przestrzeniami Hilberta oraz niech A, B : H → K b¦d¡ lin-
iowymi operatorami ograniczonymi i α, β ∈ C. Wykaza¢ nast¦puj¡ce wªasno±¢i operacji
sprz¦»enia

i) (αA + βB)∗ = αA∗ + βB∗ (anty-liniowo±¢)

ii) (AB)∗ = B∗A∗ (anty-multiplikatywno±¢)

iii) (A∗)∗ = A (inwolucyjno±¢)

iv) ‖A∗‖ = ‖A‖ (izometryczno±¢)

v) ‖A∗A‖ = ‖A‖2 (C∗-równo±¢)

Zad 4. Niech H, K b¦d¡ przestrzeniami Hilberta i niech A ∈ L(H) b¦dzie operatorem
samosprz¦»onym, to jest A∗ = A. Pokaza¢, »e

‖A‖ = r(A).

Wyci¡gn¡¢ st¡d ogólny wniosek, »e dla dowolnego ograniczonego operatora liniowego
A : H → K zachodzi

‖A‖ =
√

r(A∗A).

Zad 5. Obliczy¢ norm¦ operatora A : (Cn, ‖ · ‖2) → (Cm, ‖ · ‖2), gdy

N n m A N n m A N n m A

1. 2 2

(
1 1
1 1

)
2. 2 2

(
1 1
0 0

)
3. 2 2

(
−1 1
−1 0

)
4. 2 2

(
i 1
1 i

)
5. 2 3

(
i i i
i i 0

)
6. 2 3

(
1 2i 0
0 0 3

)
7. 3 2

 eit 1
1 0
eit 1

 8. 3 3

 1 2i 0
0 0 i
1 0 0

 9. 3 3

 i 1 i
−i −1 −i
2i 2 2i


Zad 6. Zbada¢ zbie»no±¢ ci¡gu operatorów An : X → Y , gdy

N X Y An

1. l1 l1 Anx = (x(1), ..., x(n), 0, ...)
2. l2 l2 Anx =

(
(1 + 1

n
)x(1), ..., (1 + 1

n
)x(n), x(n + 1), x(n + 2), ...

)
3. c0 c0 Anx = (0, ..., 0, x(n), 0, 0, ...)

4. C[0, 1] C[0, 1] (Anx)(t) = x(t1+
1
n )

5. C(1)[0, 1] L2[0, 1] (Anx)(t) = x(t1+
1
n )

6. C(1)[0, 1] C[0, 1] (Anx)(t) = (tn − t2n)x(t)
7. L2[0, 1] L1[0, 1] (Anx)(t) = (1− tn)x(t)


